Az oOsszetarto ereszvonalu tet6 kozepeléséhez — 2. rész

frasunk 1. részében az 1. abra elsd sora 3. megoldasaval foglalkoztunk. Most j6jjon a 4.!
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1. abra—forrasa: [1/1]

Megint tegylik egymas mellé a két fedélidomot, az ,,innen oda” jegyében — 2. dbra!

A waagerechter Firs, HD windschief, Grate geleimmt




A 2. dbra mindkét esetére kozos adottsdg, hogy az alaprajzi sikidom egy szimmetrikus
trapéz, tehat az egy sikban 1év0 ereszvonalak koziil csak az egyik egymassal szemkdzti
ereszpar parhuzamos, a masik viszont mar 6sszemetsz6dd. Ha el akarjuk kertilni a bal
oldali esetet, vagyis amikor a taréj ferde, akkor a jobb oldali megoldas is szoba johet.
Most ezt az esetet vizsgaljuk meg kozelebbrdl. A 2. abrarol leolvashatd, hogy ekkor:

,,a taréj vizszintes, a fotetd torzfeliilet, az élgerincek gorbe vonaluak™.

E vizsgalatban tdmaszkodhatunk a [ 2 ] munkdra, valamint egy korabbi dolgozatunkra is,
melynek cime: Kontyteto torzfeliilettel. A feladatot két 1€pésben tervezziik elvégezni:

~ a torzfeliiletli nyeregtetd - darab vizsgalata: a torzfeliilet egyenletének felirasa;

~ a torzfeliiletli nyeregtetd - darab lekontyolt valtozatanak vizsgélata: a torzfeliilet sikkal
valo metszése, a metszésvonal egyenletének felirdsa.

Egyes eredmények a 3. dbran szemlélhetdk meg. Latjuk, valoban gorbék az élgerincek.

3. abra — forrasa: [ 3 ]

1. A taréjra merdleges szarufa - elhelyezésii torzfeliileti nyeregtetd - darab
vizsgélata

Most végigmegyiink a megvalositas 1épésein. Ehhez tekintsiik a 4. 4brat!

Itt a legfontosabb adatokat tiintettiik fel. A ( piros ) kérdéjelekkel ellatott vonalak nem a
végs6 vonalak még, a meghatarozasuk késobbi feladat. A 3. abrar6l lathato, hogy amig
nincs kontyolas, addig a 4. abra oldalnézeti képén a ( piros ) vonalak jok. A kezdé feliil -
nézeti képen feltiintettiik a leend6 kontyrész a hajlasszogét is, hogy ne kelljen tobb abrat
rajzolni. A torzfeliilet egyenletének felirasahoz tekintsiik az 5. abrat! Eszerint:

tg(p:m: Zp _)ZP:m.wzm.(l_y_P); (1)

Sx Sx—Yp Sx Sx




5. abra

amde:
Sy =a—tgd - xp, (2)

igy (1)és(2)-vel



yp
Zp=m- 1——)
P ( a—tgd-xp) '’

majd a,,P” indexet mar elhagyva a torzfeliilet explicit egyenletére irhatjuk, hogy

z(x,y)=m-(1—;) ) (3)

a—tgd-x

ahol a 4. abra szerint:
tgd = ab;c : (3/1)

Adatok az abrazolashoz:
a=6(m), b=12(m), c=2(m), m=4(m). (Al)

A 6.abra(3)é¢s (Al) - gyel késziilt.
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6. abra — forrasa: [ 3 ]

2. A taréjra merdleges szarufa - elhelyezésu torzfeliiletll nyeregtetd - darab
lekontyolt valtozatanak vizsgalata

Ehhez tekintsiik a 7. abrat! Eszerintaz x = 0 és az X = b ereszvonalakbdl inditott kontytetd
sikok egyenletei:

tg(/)1=2x—1—>21:tg¢1-x; (4)



> X
7. abra

tggb2=;TZx—>Zz=tg¢2-(b—x). (5)
Ha a két kontysik egyez6 hajlasu, akkor:
¢1 = ¢2 =a, (6)
akkor (4),(5)és(6)-tal:
z1(x) =tga-x , zp(x) =tga-(b—x) . (7)
Adatok az abrazolashoz:
b=12 (m), a=40°. (A2)

A (7)és ( A2) szerinti sikokat a 8. abra mutatja.

8. abra — forrasa: [ 3 ]



A torzfeliilet és a kontysikok metszésvonalainak egyenleteit gy kapjuk, hogy egyenlévé
tessziik z - értékeiket. Részletezve az 1. ereszvonalra (3 )és(7/1) - gyel:

(1 = Y — . — Y — e, _e Y
m (1 a—tgé‘-x)_tga x = 1 a—tg&-x_ m x —1 m x_a—tgc?-x ’
(a — tgd - x)-(l—t%x-x) = y,(x) , innen:

8

nw=a-(1-%-x)-(1-%x). (8)
Az 1. ¢l gorbéjének paraméteres egyenletrendszere (7 /1) és (8) - cal is:
x(t) =t, (9/1)
y(t)=a-( —thS-t)-(l—thQ-t), (9/2)
z(t) =tga-t . (9/3)

A 9. 4bra (Al), (A2)¢és(9) - cel késziilt.

9. dbra — forrasa: [ 3 ]

A jobb oldali feliilnézeti képen jol latszik, hogy az adatok fenti megvalasztasa mellett van
taréjgerinc is. Azt is megallapithatjuk, hogy az €élek gorbiilése megfelel a 2. abranak. Ez jo.
A 2. ¢l paraméteres egyenletrendszere a fentiekhez hasonldan eldallitva:

x(t) =t, (10/1)
yy =a-(1 -2 ¢)-[1-E2.b-1)], (10/2)
z(t) =tga-(b—1t) . (10/3)

A 2. abra szerinti tetének az OXxz sik a fliggdleges szimmetriasikja, igy mar csak tiikrozni



kell erre a kapott eredményeket — 10. abra.

10. abra

M1. A 9. 4bra jobb oldali részén €s a 10. abran a gorbe vonalak mdasodfoku parabolak,
ahogyan az ( 8 ) - bol is kiolvashato. Ez egy vetiileti gorbe, melynek ,,eredetije” is masod -
fokt parabola, csak a kontyrész sikjaban; ugyanis egy masodrendii gérbe vetiilete is ma -
sodrendli gorbe.

M2. A 9. abra jobb oldali részén tobb mindent megfigyelhetiink:

~ a sziirke + piros vizszintes ¢és ferde egyenesek a magassagi szintsikoknak a torzfeliilettel
képzett metszésvonalai, illetve ennek az alapsikra vett vetiiletei;

~ a kék és zold racsos téglalapok a 9. dbra bal oldali részén abrazolt ferde sikok vetiiletei;
~ a kék és zold gorbe a torzfeliilet és a konty - sikok metszésvonalainak vetiiletei.

M3. Az eldbb emlitett szintvonalak egyenlete ( 3 ) - bol:

z z .
zo=m-(1—L)—>—°=1—;—>1——°=L,lnnen:
a—tgd-x m a—tgd-x m a—tgd-x

y(zo,x)=(1—jn—°)-(a—tg5-x). (11)




Itt zo egy adott szintsik magassaga az alapsiktol.

M4. A torzfeliilet sikmetszeteiként fellép6 gorbe vonalak miatt itt mar mas a kontytetd
fedélidom - kozepelése, mint amit sikok esetén megszokhattunk. Természetesen van szer -
kesztéses megoldas is; ehhez 1d. pl.: [ 2 ] - t! Ott szintén szintsikokkal dolgoznak.

M5. Fontos szoba hozni, hogy a szarufak valojaban véges kiterjedésii, rud alaku testek,
melyekkel mar mas a munka, mint bizonyos vonalakkal.

M6. Az 5. abrardl leolvashato, hogy eddig azt a ,,szarufa - kiosztast” alkalmaztuk, amikor
a ,,szarufak™ vonalanak a vizszintes sikra vett vetiilete merdleges a vizszintes taréj vonala -
nak a vizszintes sikra vett vetiiletére. Ez azért fontos, mert van olyan ,,szarufa - kiosztas”
1s, amikor a ,,szarufa” egyenesének a vizszintes sikra vett vetiilete az eresz vonalara mero -
leges — [ 2 ]. Egy ilyen esetet mutat a 11. abra is.
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11. 4bra — forrasa: [ 1/2 ]
Most megvizsgaljuk ennek a kozepelését is.

. Az ereszvonalra meroleges szarufa - elhelyezésu torzfeluletil nyeregtetd - darab vizsgalata

Ehhez tekintsiik a 12. abrat is!

Itt a korabbi Oxy koordinata - rendszer mellett bevezettiikk az Mén K. r. - t is. Erre azért van
sziikség, hogy a késdbbi szamitasokat megkonnyitsiik vele.

Az alapsik egy tetszoleges P pontjanak 0 koordinatainak kifejezése a régiekkel:

ép=(U—xp)-cosd +yp-sind , (12/1)
Np = —xp) sind —yp-cosé , (12/2)
== (12/3)

tg 6



g .
& \ §p= ([~xr).cosd'+y?- SLHJ,
‘}' .-2?=(L-x?). sind— Yp-C0ST .

- L L}
Dy T

12. abra

Az 0jabb torzfeliilet egyenletének felirdsahoz tekintsiik a 13. &brat!

Eszerint:
tgp =

m__z m_ ne

= — = Zp = —
Eptgd  mp P gs &

vagy a p» indexet elhagyva:

2En) =57 % - (13)

Visszatérve az X , Y koordinatakra, ( 12 ) és ( 13 ) - mal:
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m (I—x)-sin 6—y -cos & m

(I—x)-sin §—y-cos §

z(x = — =—"
('y) tgd (l—x)cos 6+ysin§ sm‘; (I—x)-cos 6+y -sin 6
Ccos
_x_tgL(?
Z =m-
(x'y) m l—x+y -tgé
Most (12/3)és(14) - gyel:
a x y
o ¥ o a—x-tg 65— ,
z(x,y)=m -22—8° —m. 5 yz . tehat:
tg—a—x+y-tg6 a—x-tgd+y-tg=é
a—tgd- -x —
z(x,y)=m" . .

a—tg & -x+tg2 8-y

Adatok az abrazolashoz:
a=6(m), b=12(m), c=2(m), m=4(m).

Most (3/1)és ( Al) szerint:
tgg = tC_62_ 4 _1
8O T T3

igy (15),(a)és (Al)szerint:
6—%-x—y

Z(X;Y) = 4‘ ) 6—%-x+%-y

A (b) fuggvényt a 14. dbra mutatja.

Y
lxtg6

-——, tehat:
l—x+ytgé ’

(14)

(15)

(AL)

(a)

(b)

14. abra — forrasa: [ 3 ]
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4. Az ereszvonalra merdleges szarufa - elhelyezésu torzfeliiletll nyeregtetd - darab

lekontyolt valtozatanak vizsgalata

A korabbiakhoz hasonldan jarunk el a gorbe ¢élek — vagyis a torzfeliilet €s a kontysikok

metszésvonalanak — meghatarozasakor.
El6szor (15)és (7/1) - gyel:
a—x-tg6— tg a a—x-tgd—
. g yz :tga-x_)g_.xz 8 yz
a—-x-tgd+y-tg=é m a—x-tgb+y-tg=é
tg a

-x-(a—x-tg5)+tg—a-x-y-tg25=(a—x-tg5)—y,
(a—x tgd) - ( x—1)+y-(1+tg—a-x-tg26)=0,
y- (1+ "X tg 6)—(a—x tgd) - ( —tgﬁ-x),

y - (1+tga x-tg26)=a(1—x-%)-( —tha-x),

(50 )1

1+tg26-tg7a X

y(x)=a-

Az elsO metszeti gorbe parameéteres egyenletrendszere:

x(t)=t,

(e (-5t
y(t)_a 1+tg25 tgat )
z(t) =tga-t

Teljesen hasonléan a masodik metszésvonalra, ( 15) és (7/2) - vel:

_89 [
yz(x)za-(l " x)[l - (b x)].

1+tg2 s -tha- (b—x)

A masodik metszeti gorbe paraméteres egyenletrendszere:
x(t)=t,

(1-82.¢ )[1-22 b-1)
t) =

y)=a 1+tg2 6 - E2- (b—t)

z(t) =tga-(b—1t).

)

Adatok az dbrazolashoz:
a=6(m),b=12 (m), m=4(m),
@ =40°; tga = 0,8391, tg& =7 .

, folytatva:

(16)

(17/1)
(1712)
(17/3)

(18)

(19/1)
(19/2)
(19/3)

(A3)
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A 9. és a 15. abrakat 6sszehasonlitva azt 1atjuk, hogy az élek gorbéi gyakorlatilag ugyanott
futnak — 16. abra.
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16. dbra — forrasa: [ 3 ]

Ezek szerint a taréjra, illetve az ereszre merdleges szarufa - elrendezés esetei kozel ugyan -
azokat a metszésvonalakat szolgaltatjak, egyezd egyéb adatok esetén.

Elvileg a metszetgorbék eltérdek, gyakorlatilag azonban igen kozel eshetnek egymashoz, a
kétféle szarufa - elrendezés esetén. Ez némiképpen meglepd fejlemény.

A 17. abra az x = 0 ( m ) ereszvonalbdl induld kétféle metszetgorbe vizszintes vetiileteit
hasonlitja 6ssze. A 18. abra ugyanezt teszi az X = b (= 12 m ) ereszvonal esetére.
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osh xp=4,767(m),
F"?“Fm?*

17. abra

5 5 T x{.:?'ﬁ,‘r, 233 (s'i“ }j w3 19 03 [\ s [ 135 i s 14 14
yo=0({m}.

18. abra

Az ¢élek belso szakaszain tényleg kicsik az eltérések a gorbék kozott, a hatarokon pedig
egybeesnek. Emiatt nem is rajzoltuk meg a 10. abra idevagod valtozatat. Fel is meriil a
kérdés: szerkesztéses kozepeléssel kijonnének - e az abrakon lathato kicsi eltérések?
Gyanitjuk, hogy nem igazén. Ehhez mar kellhet a gépi szamitas nagy pontossaga.
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T1. Megemlitjiik, hogy a 15. abran nem rajzoltuk be a kontytetd - sikokat, csak a metszés -
vonalaikat.

T2. A (16) alaku kifejezés egy hiperbolat ir le. Ezt pl. ugy azonosithatjuk be, hogy
kovetjiik a [ 4 ] - ben leirt 1épéseket, melyekkel a gorbe fajtaja megallapithatd a masod -
rendii gorbe altalanos egyenlete egyiitthatoibol képezett invarians mennyiségek vizsgala -
taval. EgQy masik lehetdség a fiiggvény abrazolasa — 19. dbra.

X
-SIbU -4&0 -SEU -EEU -llbD ldllU 2&0 SdIID 4&0 SdIIU GdIIU ?&U SdIID FdIU IUEU :

=100

2001

=300

-400-1-

=500

19. abra

T3. Nem rémlik, hogy siiriin talalkoztunk volna olyan esettel, amikor megmondtéak volna,
hogy a torzfeliilet €s a sik metszésvonala milyen gorbe. Meglehet, azért, mert — lattuk —

~ tobbféle is lehet, valamint

~ kevéssé tér el egyik a masiktol, aminek mar mas a neve. Talan a név nem is tul érdekes.
(A matekosok ezt persze valdszintileg nem igy gondoljak.) Mi azért megadtuk a neviiket.



15

T4. A ,torzfeliilet” megnevezés nem mindenkinek cseng jol. Taldn egy masik kifejezés
lehet erre a ,,vonalfeliilet”, mely szintén egy rokon elnevezés az ilyen feliileteken beliil.
Igyeksziink az ilyen szakkifejezéseket nem magunk kitalalni, hanem a magyar nyelvii
szakirodalombol atvenni, ami van; ha van. A torzfeliilet megnevezést pedig tobb helyen is
hasznaljak, az itteni téméaban.

T5. A fentiek eléggé riasztoak lehetnek; legalabbis annyira, hogy ne ezt a megoldast va -
lassza az ember, a ,,ferde taréj” elkeriilésére. Bizonyos értelemben jobbnak tlinik az 1. dbra
2. és 3. esetét valasztani. Meglehet, egy szamitdogépesitett tervezés és gyartas, valamint
helyszini 0sszeszerelés esetén nem nagy a kiilonbség, de a hagyomanyos kivitelezés ese -
tében valodszinii, hogy az ives gerincekkel és a kapcsolodo egyéb bonyodalmakkal nem
lesz annyira egyszerii / rutinszeri a munka, mint a mondott 2. és 3. esetekben. Azonban
mar az 1. részben is utaltunk ra, hogy a német szakképzésben ( is ) ezek a szakmai felada -
tok az acsmester - , vagyis nem az acs szakmunkasképzés soran keriilnek eld, leginkabb.

T6. Tudjuk, hogy ,,a taréj vizszintes, az ¢l / vapa pedig ferde”. Ennek ellenére hasznéljuk a
szakszertitlennek tiin6 ferde taréj kifejezést. Ugyanis a ,kis lejtésti / emelkedésti élgerinc”
elnevezés valahogy nem tlinik eléggé kényelmesnek, konnyen hasznalhatonak. Ez van.

T7. Abraink egy részéhez odairtuk, hogy forrasa: [ 3 ]. Ez azt jelenti, hogy a rajzold prog -
ram talalhaté ezen az internetes cimen. Talan lathat6 is, hogy a képletek a sajat eredmé -
nyeink, ezekkel mitkddtetjiikk az ingyenesen felhasznalhat6 rajzold programot. Utobbi tobb
teriileten is fejlettebb, mint a korabban talaltak, am mar ezt is sikeriilt zavarba hozni.
Meglehet, nem gy hasznaltuk, ahogy kellene. Azoknal a gépi abraknal, ahol nem adtunk
forrasmegjelo6lést, a szintén ingyenes Graph programot alkalmaztuk.

T8. Ide kivankozik, hogy az 1. dbra masodik sordnak els6 és masodik esetéhez hasonld
esettel mar valamelyest foglakoztunk, igy azt a tovabbiakban varhatéan mar nem vessziik
el6 annyira részletesen, mint itt. Ehhez lasd az elején emlitett korabbi dolgozatunkat is!

T9. Az [ 5 ] mii a nagyon kisszamu azon magyar nyelvii tankonyvek k6zé tartozik, melyek
érdemben foglalkoznak a torzfeliilettel torténd lefedés kérdéseivel. [ 5 ] - ben kimutatjak,
hogy az ereszvonalra merdleges szarufa - elrendezés esetén a generalt torzfeliilet egy hi -
perbolikus paraboloid (roviden: HP ). Ugy fogalmaznak, hogy

A hiperbolikus paraboloid olyan egyenesek halmaza, amelyek két kitéré egyenesnek egy
adott sikkal parhuzamos transzverzalisai.

Ez a leiras azonban illik a taréjra merdleges szarufa - elrendezés esetére is, igy elmondha -
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t0, hogy mindkét altalunk itt vizsgalt esetben a torzfeliilet egy - eqy HP szelet. Ugyanis az
itteni feladatainkban a ,.két kitér6 egyenes” az eltéré magassagu vizszintes taréj és a viz -
szintes ereszvonal, az ,,adott sikok™ pedig a taréj, illetve az ereszvonal egyenesére mero -
leges fliggdleges sikok.

Az itteni HP - kre nem egyenleteik, hanem a geometriai definici6 alapjan ismerhettiink ra.
Itt jegyezziik meg, hogy rokon témaval foglakozik egy masik régebbi dolgozatunk is,
melynek cime: Teté nem dllando hajlasu szarufiakkal, ahol a HP egyenleteire vonatkozd
részletesebb kifejtést talalhatunk. AKi nem ezt valasztja, az elindulhat a masodrendi felii -
letek meghatarozasanak azon utjan is, mely az altalanos egyenlet egylitthatoibol képzett
invarians mennyiségek vizsgalatan alapul — [ 4 ]. Mottonk: Aki nem hiszi, jarjon utana!

Forrasok:
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[ 2 ] — Peter Kiibler: Basiswissen Vergatterung
RM Rudolf Miiller / Bruderverlag Albert Bruder GmbH & Co. KG, Kdln 2019

[ 3] - https://www.monroecc.edu/faculty/paulseeburger/calcnsf/CalcPlot3D/

[4]-1. N. Bronstejn ~ K. A. Szemengyajev: Matematikai zsebkonyv
2. kiadas, Miiszaki Konyvkiad6, Budapest, 1963.
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